5 класс
Задание 1. 
Иван Царевич хочет выйти из круглой комнаты с шестью дверями, пять из которых заперты на ключ. За одну попытку он может проверить любые три двери, расположенные подряд, и если одна из них не заперта, то он в неё выйдет. После каждой попытки Баба-Яга запирает дверь, которая была открыта, и отпирает одну из соседних дверей. Какую именно, Иван Царевич не знает. Как ему действовать, чтобы наверняка выйти из комнаты?
Решение.
Занумеруем двери цифрами 1, 2, 3, 4, 5 и 6, например, по часовой стрелке. Первой попыткой Иван Царевич проверяет двери 1, 2 и 3. Если после этого он не сумел выйти из комнаты, то двери 1, 2 и 3 были заперты. Дверь 2 останется запертой даже после того, как Баба-Яга запрёт открытую и отопрёт одну из соседних.
  Второй попыткой Иван Царевич проверяет двери 3, 4 и 5. Если после этого он не сумел выйти из комнаты, то дверь 5 была заперта, а с учетом того, что 2 заперта, можно утверждать, что двери 3 и 4 останутся запертыми и после действий Бабы-Яги.
  Теперь Иван Царевич проверяет двери 5, 6 и 1. Рассуждая аналогично, получим, что если Иван Царевич не вышел из комнаты, то двери 4, 5 и 6 останутся запертыми, а значит отперта будет одна из дверей 1, 2 или 3. Проверив эти три двери следующей попыткой, Иван Царевич гарантированно выйдет из комнаты.
Разбалловка.
10б.: Приведено это или аналогичное решение.

Задание 2. 
Разрежьте фигуру с вырезанным квадратиком на две одинаковые части, из которых можно составить вторую фигуру. Части разрешается и поворачивать, и переворачивать.
[image: https://www.problems.ru/show_document.php?id=1710097]
Решение.
[image: https://www.problems.ru/show_document.php?id=1716949]
Разбалловка.
10б.: Приведено это или аналогичное разрезания.
-1б.: Не показано, как составить вторую фигуру 
Задание 3. 
Расшифруйте ребус: замените звёздочки цифрами так, чтобы выполнялись равенства во всех строках и каждое число последней строки равнялось сумме чисел столбца, под которым оно расположено.
*1х**=**0
6*: *7=    *
**+**=  20
*2-   *=    *
***+**=1**
Решение.
Для удобства дальнейших рассуждений заменим все звёздочки различными буквами, имея при этом в виду, что разным буквам может соответствовать одна и та же цифра. Букву O при этом употреблять не будем, чтобы не путать её с нулём. Наш ребус примет вид

[image: https://www.problems.ru/show_document.php?id=1292359]
Значения некоторых букв можно сразу определить. C = 0 (при других значениях C результат первой строки не может оканчиваться на 0); D = 1 (иначе результат третьего столбца не может начинаться с 1); A = B = 1 (если A > 1 или B > 1, то D не может равняться 1); F = 1 (определяем, зная A, B, C); L = N = 1; M = P = 0 (при других значениях любой из этих букв равенство в третьей строке невозможно); Q = 1 (иначе равенство в четвёртой строке не будет выполняться); T = 1 (иначе не будет выполняться равенство в пятой строке).
[image: https://www.problems.ru/show_document.php?id=1292360]
Для удобства перепишем наш ребус, заменив цифрами те буквы, значения которых мы определили. Далее: G = 7, 8 или 9 (иначе результат первого столбца будет меньше 100). G = 8 (вторая строка: из чисел 67, 68, 69 только 68 делится на число, оканчивающееся на 7). Отсюда H = 1, K = 4, U = 0, V = 1.
11х10=110
68: 17=    4
10+10=  20
12-   4=    8
101+41=142
Если в равенстве пятой строки числа WX и 1YZ заменить суммами чисел второго и третьего столбцов, получим 101 + (10 + 17 + 10 + R) = (110 + 4 + 20 + S), или S = R + 4. Но  S + R = 12 (четвёртая строка). Следовательно, R = 4, S = 8; отсюда W = 4, X = 1, Y = 4, Z = 2. Окончательный результат приведен справа.
Разбалловка.
2б.: Получено 11х10=110
2б.: Получено 68: 17=    4
2б: Получено 10+10=  20
1б: Получено 12-   *=    *
1б: Получено 101+**=1**
2б:Получено 12-   4=    8 и 101+41=142

Задание 4.
Женю, Лёву и Гришу рассадили так, что Женя мог видеть Лёву и Гришу, Лёва — только Гришу, а Гриша — никого. Потом из мешка, в котором лежали две белые и три чёрные шапки (содержимое мешка было известно мальчикам), достали и надели на каждого шапку неизвестного ему цвета, а две шапки остались в мешке. Женя сказал, что он не может определить цвет своей шапки. Лёва слышал ответ Жени и сказал, что и у него не хватает данных для определения цвета своей шапки. Мог ли Гриша на основании этих ответов определить цвет своей шапки?
Решение.
Женя сможет определить цвет своей шапки, только если и на Лёве и на Грише будут надеты белые шапки. Поскольку он не назвал цвет своей шапки, значит, на Лёве и Грише либо обе шапки чёрные, либо  — одна белая, другая чёрная. Если бы на Грише была белая шапка, то Лёва, услышав ответ Жени, мог бы точно сказать, что на нём  — чёрная. А раз он этого не сказал, значит, Гриша может быть уверен, что на нём надета чёрная шапка.
Разбалловка.
4б.: Показано, при каких условиях Женя не может определить свой цвет.
2б.: Показано, при каких условиях Лёва не может определить свой цвет. 
4б: Показано, что Гриша может определить свой цвет.
(Приведенный полный перебор с объяснениями считать 10 баллами)



Задание 5. 
На доске было написано число 2021. Петя посчитал сумму его цифр, умножил получившееся число на 5 и прибавил 3, после чего стёр с доски 2021 и записал получившееся число. Такую операцию он проделал ещё 2020 раз. Какое число в результате оказалось записано на доске?
Решение.
Выполним эту операцию несколько раз. Заметим, что мы получили повторяющуюся последовательность из шести чисел:
2021-28-(53-43-38-58-68-73)-53-43-…
Тогда (2021-2)/6=336 (3 ост.)
Значит, после 2021 операции на доске будет написано 58.
Разбалловка.
3б.: Записан ответ 58.
3б.: Приведена повторяющаяся последовательность. 
4б.: Объяснено, почему ответ 58.



6 класс

Задание 1. 
Прямоугольник разделён двумя вертикальными и двумя горизонтальными отрезками на девять прямоугольных частей. Площади некоторых из получившихся частей указаны на рисунке. Найдите площадь верхней правой части.
[image: https://www.problems.ru/show_document.php?id=1705629]
Решение.
Нетрудно понять, что если прямоугольник разрезан вертикальным и горизонтальным отрезком на 4 части, то произведения площадей противоположных частей равны. Используя это сображение, последовательно находим площади верхней средней части  (30·35 : 21 = 50),  правой средней части  (8·35 : 10 = 28)  и наконец верхней правой части  (50·28 : 35 = 40).
Разбалловка.
2б.: Записан ответ 40.
2б.: Заявлено, что произведения площадей противоположных частей равны.
4б.: Доказано, что произведения площадей противоположных частей равны.
2б.: Показано, как получен ответ.

Задание 2.
Можно ли расставить числа
  а) от 1 до 7;
  б) от 1 до 9
по кругу так, чтобы каждое из них делилось на разность своих соседей?
Решение.
а) 1, 5, 6, 2, 7, 3, 4
б) Заметим, что нечётное число не делится на чётное, а значит, не может стоять в окружении чисел одинаковой чётности. Отсюда следует, что нечётные числа стоят парами. Однако среди чисел 1, 2, ..., 9 нечётных чисел пять, и поэтому из них нельзя образовать пары.
Разбалловка.
4б.: Приведён пример на пункт «а».
6б.: Доказано, что в пункте «б» расставить числа невозможно.

Задание 3. 
Известно, что  ЖЖ + Ж = МЁД.  На какую цифру оканчивается произведение:  В·И·Н·Н·И·П·У·Х  (разными буквами обозначены разные цифры, одинаковыми – одинаковые)? 
Решение
Так как к двузначному числу ЖЖ прибавили однозначное число Ж и получили трёхзначное, то  Ж = 9,  а  МЁД = 108.  Уже использованы 4 цифры. В произведении  В·И·Н·Н·И·П·У·Х  использованы 6 других цифр. Следовательно, среди них обязательно есть цифры 2 и 5, значит, это произведение оканчивается на 0.
[bookmark: _GoBack]Разбалловка.
3б.: Показано, что должны быть использованы все 10 цифр.
4б.: Доказано, что ЖЖ+Ж=МЁД равносильно 99+9=108.
3б.: Показано, что в произведение есть 2 и 5, значит ответ 0. 
(1б.: Приведён только ответ.)

Задание 4. 
Два пирата, Билл и Джон, имея каждый по 74 золотые монеты, решили сыграть в такую игру: они по очереди будут выкладывать на стол монеты, за один ход – одну, две или три, а выиграет тот, кто положит на стол сотую по счёту монету. Начинает Билл. Кто может выиграть в такой игре, независимо от того, как будет действовать соперник?
Решение.
Если бы пираты имели неограниченное количество монет, то выигрышная стратегия Джона была бы простой: на любой ход Билла ему достаточно дополнять количество монет, которое положил Билл, до четырёх. Действительно, в этом случае, количество монет после каждого хода Джона будет кратно четырём, а 100 делится на 4, поэтому сотую монету Джон смог бы положить своим двадцать пятым ходом.
  Но у пиратов по 74 монеты, поэтому, если Билл каждый раз будет класть по одной монете, то Джону придётся каждым ходом класть по три монеты, и на двадцать пятый ход Джону монет не хватит. Следовательно, чтобы сохранить такую выигрышную стратегию, Джон должен в какой-то момент положить одну или две монеты. Покажем, что это возможно.
  Если первым ходом Билл положит две или три монеты, то Джон сэкономит монеты уже на первом ходу и выиграет. Пусть Билл первым ходом положил одну монету. Тогда Джон в ответ также кладёт одну монету. Далее возможны три случая второго хода Билла.
  1) Билл положит одну монету. Тогда Джон также положит одну монету. На столе будет четыре монеты, а дальше Джон сможет применять описанную выше стратегию – ему хватит монет для выигрыша.
  2) Билл положит три монеты. Тогда Джон также положит три монеты. На столе будет 8 монет, а Джон уже один раз положил менее трёх монет, поэтому он сможет применить стратегию, описанную выше, и выиграть.
  3) Билл положит две монеты. Тогда на столе окажутся четыре монеты. Джон положит одну монету. Билл не должен допустить, чтобы после хода Джона количество монет делилось на 4, поэтому должен положить три монеты. Каждым следующим ходом Джон будет класть одну монету, вынуждая Билла положить три. Но сотую монету Билл положить не сможет, так как для этого ему потребовалось бы 75 монет. Значит, сотую монету положит Джон.
Разбалловка.
3б.: Решена задача с неограниченным количеством монет.
1б.: Указано, что стратегия работает для случая, когда Билл выложил 2 или 3 монеты.
2б.: Указана стратегия для случая, когда Билл выложил 1 монету, Джон 1 монету и Билл выложил 1 монету. 
2б.: Указана стратегия для случая, когда Билл выложил 1 монету, Джон 1 монету и Билл выложил 2 монеты. 
2б.: Указана стратегия для случая, когда Билл выложил 1 монету, Джон 1 монету и Билл выложил 3 монеты. 

Задание 5. 
Василий Петров выполняет задание по английскому языку. В этом задании есть 10 английских выражений и их переводы на русский в случайном порядке. Нужно установить верные соответствия между выражениями и их переводами. За каждое правильно установленное соответствие даётся 1 балл. Таким образом, можно получить от 0 до 10 баллов. Вася ничего не знает, поэтому выбирает варианты наугад. Найдите вероятность того, что он получит ровно 9 баллов.
Решение.
Если угадано девять верных ответов, то десятый ответ тоже будет верным. Значит, искомая вероятность равна нулю.
Разбалловка.
1б.: Дан ответ.
9б.: Приведено объяснение.


7 класс

Задание 1. 
Расставьте в кружочках на рисунке числа от 1 до 9 (каждое ровно один раз) так, чтобы ни в каких двух соединённых отрезком кружочках не оказались бы соседние (то есть отличающиеся на 1) числа.
[image: 9 цифр решение]Решение.
[image: 9 цифр]




Разбалловка.
10б.: Приведена расстановка. 
(5б.: Доказано, что 1, 9, 2 и 8 стоят именно на этих местах, но остальные числа расставлены неверно)

Задание 2.
Существует ли треугольник, градусная мера каждого угла которого выражается простым числом?
Решение.
Так как сумма углов треугольника равна 180°, то градусные меры всех углов треугольника не могут выражаться нечётными числами. Следовательно, градусная мера одного из углов равна 2°. Остается подобрать два простых числа, сумма которых равна 178. Вот все возможные примеры:  5 + 173,  11 + 167,  29 + 149,  41 + 137,  47 + 131,  71 + 107,  89 + 89.
Разбалловка.
10б.: Приведен пример такого треугольника. 
(1б.: Доказано, что такого треугольника не существует (в рассуждениях забыта «2»). )



Задание 3. 
В треугольнике ABC  AB = BC. Из точки E на стороне AB опущен перпендикуляр ED на BC. Оказалось, что  AE = ED.  Найдите угол DAC.
Решение.
По теореме о внешнем угле  ∠AED = 90° + ∠B = 270° – 2∠A  (см. рис.). Следовательно,  ∠EAD = ½ (180° – ∠AED) = ∠A – 45°.
[image: https://www.problems.ru/show_document.php?id=1710921]
Разбалловка.
1б.: Приведен ответ 45. 
5б.: Найден  ∠AED
4б.: Найден ∠EAD 

Задание 4. 
Яблоко плавает на воде так, что 1/5 часть яблока находится над водой, а 4/5 – под водой. Под водой яблоко начинает есть рыбка со скоростью 120 г/мин., одновременно над водой яблоко начинает есть птичка со скоростью 60 г/мин. Какая часть яблока достанется рыбке, а какая – птичке?
Решение.
Пока яблоко окончательно не съели, часть его будет находиться над водой, а часть – под водой. Следовательно, рыбка, и птичка закончат есть яблоко одновременно. Поскольку рыбка ест в два раза быстрее, ей достанется в два раза больше. Значит, 2/3яблока съест рыбка, а 1/3 – птичка.
Разбалловка.
4б.: Указано, что яблоко всегда частично под водой, а частично над водой. 
2б.: Указано, что рыба и птица закончат есть одновременно. 
4б.: Дан ответ (ответ без рассуждений – 2 б.).


Задание 5.
Кощей Бессмертный взял в плен 43 человека и увёз их на остров. Отправился Иван-Царевич на двухместной лодке выручать их. А Кощей ему и говорит:
  – Надоело мне этих дармоедов кормить, пусть плывут отсюда на твоей лодке подобру-поздорову. Имей в виду: с острова на берег доплыть можно только вдвоём, а обратно и один справится. Перед переправой я скажу каждому не менее чем про 40 других пленников, что это оборотни. Кому про кого скажу, сам выберешь. Если пленник про кого-то слышал, что тот оборотень, он с ним в лодку не сядет, а на берегу находиться сможет. Я заколдую их так, чтобы на суше они молчали, зато в лодке рассказывали друг другу про всех известных им оборотней. Пока хоть один пленник остаётся на острове, тебе с ними плавать нельзя. Лишь когда все 43 окажутся на том берегу, одному из них можно будет за тобой приплыть. А коли не сумеешь устроить им переправу – останешься у меня навсегда.
  Есть ли у Ивана способ пройти испытание и вернуться с пленниками домой?
Решение.
  Иван может разбить пленников на 20 пар и одну тройку и велеть Кощею сказать каждому, что все, кроме входящих с ним в одну пару (тройку), – оборотни. Тогда условие будет выполнено, а переправиться пленники смогут вот как. Назовём пленников из тройки A, B и C. Сначала переправляются A и B, потом A возвращается обратно. Затем переправляется некоторая пара, а возвращается B. В результате одна пара пленников переправлена на берег, а все остальные вместе с лодкой находятся на острове. Аналогично переправляются все остальные пары. Затем переправляются A и B, A возвращается и перевозит C. После этого C может отправиться за Иваном.
  При такой переправе никто никакой новой информации об оборотнях не узнает.
Разбалловка.
10б.: Приведён действующий алгоритм. 


8 класс

Задание 1. 
Две противоположные вершины прямоугольника со сторонами 1 и 2 совместили. Найдите длину линии сгиба. 
Решение
Пусть у прямоугольника ABCD (AB=2, BC=1) совместили вершины A и C. Обозначим линию сгиба PM (P лежит на AB, M лежит на BD), O – её середина. Тогда в силу симметрии PC=PA=CM=AM, т.е. отрезок AC перпендикулярен PM и делит его пополам в точке O. ∆AOP подобен ∆ABC, откуда PO/BC=AO/AB и PM=2*PO=2*AO*BC/AB=AC*BC/AB=.
Разбалловка.
2б.: Доказано, что PC=PA=CM=AM
2б.: Доказано, что отрезок AC перпендикулярен PM и делит его пополам в точке O
3б.: Доказано, что ∆AOP подобен ∆ABC
3б.: Получен ответ.

Задание 2.
Найдите все целые числа n, для которых число  является целым.
Решение.
Если указанное число А – целое, то и А2 =25+2–целое число. Так как 225, то А250. Кроме того, число А2нечётно. Поэтому А равно 5 и 7. Соответственно,  равен 0 и 12, а n равно 0 и 144.
Разбалловка.
3б.: Указано, что А2 =25+2–целое число.
2б.: Доказано, что 225.
2б.: Доказано, что А250 и показано, чему может равняться А.
3б.: Получен ответ 0 и 144.

Задание 3.
Ваня записал несколько простых чисел, использовав ровно по одному разу все цифры от 1 до 9. Сумма этих простых чисел оказалась равной 225. Можно ли, использовав ровно по одному разу те же цифры, записать несколько простых чисел так, чтобы их сумма оказалась меньше?
Решение.
Например:
207 = 2 + 3 + 5 + 41 + 67 + 89 = 2 + 3 + 5 + 47 + 61 + 89 = 2 + 5 + 7 + 43 + 61 + 89.
Разбалловка.
10б.: Приведён пример.

Задание 4. 
Можно ли 100 гирь массами 1, 2, 3, ..., 99, 100 разложить на 10 кучек разной массы так, чтобы выполнялось условие: чем тяжелее кучка, тем меньше в ней гирь?
Решение.
Предположим, что можно разложить гирьки в соответствии с условием задачи. Сумма масс всех гирек равна 5050. Значит, масса самой тяжёлой кучки не меньше  5050 : 10 = 505.  Так как в наборе нет гирек массы больше 100, то в этой кучке не меньше 6 гирек. Значит, общее количество гирек не меньше чем  6 + 7 + 8 + ... + 15 = 105 > 100.  Противоречие, значит, разложить гири на 10 кучек невозможно.
Разбалловка.
3б.: Найдена общая масса всех гирек.
2б.: Доказан минимальный вес самой тяжелой кучки.
3б.: Доказано, что в этой кучке минимум шесть гирек.
2б.: Показано, что тогда необходимо минимум 105 гирек.

Задание 5. 
В Пустоземье живут три племени: эльфы, гоблины и хоббиты. Эльф всегда говорит только правду, гоблин всегда лжёт, а хоббит через раз говорит то правду, то ложь. Однажды за круглым столом пировало несколько пустоземцев, и один из них сказал, указав на своего левого соседа: "Он - хоббит". Сосед сказал: "Мой правый сосед солгал". В точности ту же фразу затем повторил его левый сосед, потом её же произнёс следующий по кругу, и так они говорили "Мой правый сосед солгал" много-много кругов, да и сейчас ещё, возможно, говорят.
Определите, из каких племён были пирующие, если известно, что за столом сидело
а) девять;
б) десять
жителей Пустоземья. Объясните своё решение.
Решение
а) Все были хоббитами; б) пять гоблинов и пять эльфов.
Рассмотрим того, про кого сказали, что он - хоббит, и для удобства назовём его Боб. Боб не согласился с тем, что он хоббит, следующий не согласился с ним, а значит, подтвердил, что Боб хоббит, и так далее - все говорящие через раз подтверждали или отрицали, что Боб хоббит. Если пирующих было 9 (нечётное число), то на следующем круге каждый говорил противоположное к тому, что сказал на предыдущем, так что все они хоббиты, а первый хоббит про Боба сказал сначала правду, что вполне возможно. Мы решили пункт а) задачи. Для решения пункта б) заметим, что, поскольку 10 - чётное число, то говорящие на каждом круге говорят одно и то же, поэтому хоббитов среди них нет. Тогда и Боб - не хоббит, а сказавший так про него его правый сосед солгал, то есть он гоблин. Сам же Боб уличил гоблина во лжи, так что он эльф. Его сосед слева снова гоблин, и так далее - за столом сидят, чередуясь, пять гоблинов и пять эльфов.

Разбалловка.
2б.: В пункте «а» приведен пример рассадки, при которой все говорили "Мой правый сосед солгал".
2б.: В пункте «б» приведен пример рассадки, при которой все говорили "Мой правый сосед солгал".
4б.: Указано, что все говорящие через раз подтверждали или отрицали, что Боб хоббит
2б.: Рассмотрены случаи с 9 и 10 пирующими.
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