Матбой 7-8 класс. 2021
1. Каждая цифра натурального числа N строго больше стоящей слева от неё цифры. Чему равна сумма цифр числа 9N?

2. По кругу написаны натуральные числа, причём каждое равно или сумме или разности своих соседей. Докажите, что количество чисел на круге делится на 3.

3. Есть 10 внешне одинаковых монет. Суд знает, что их веса 1 г, 2 г, …, 10 г. Эксперт знает точный вес каждой монеты. У него есть весы с двумя чашками, которые показывают равновесие (загорается лампочка) или неравновесие, но не показывают, какая чаша тяжелее. Может ли эксперт провести три взвешивания так, чтобы по их результатам суд мог однозначно определить вес каждой монеты?

4. При каких n квадрат n x n можно разбить на трёхклеточные уголки и правильно их раскрасить в два цвета? (Раскраска называется правильной, если уголки, имеющие общую границу ненулевой длины, раскрашены в разные цвета.)

5. Квадратный торт массой 900 г разрезали двумя прямолинейными разрезами, параллельными одной паре сторон, и двумя прямолинейными разрезами, параллельными другой паре сторон. Докажите, что Паша сможет выбрать из девяти получившихся кусков три, не имеющих общих сторон, суммарная масса которых не меньше 300 г.

6. Даны два треугольника. Сумма двух углов первого равна некоторому углу второго. Сумма другой пары углов первого также равна некоторому углу второго. Докажите, что первый треугольник равнобедренный.
Матбой 7-8 класс. 2021
Решения

1. Каждая цифра натурального числа N строго больше стоящей слева от неё цифры. Чему равна сумма цифр числа 9N?

Ответ: 9.
Решение. 9N=10N-N. Выполним это вычитание в столбик. В разряде единиц окажется разность 10 и последней цифры числа N, в разряде десятков – разность последней и предпоследней цифр, уменьшенная на 1. Во всех следующих разрядах будет разность двух соседних цифр, так как всегда будет вчитаться меньшая цифра из большей. Каждая цифра встретиться один раз в роли уменьшаемого и один раз в роли вычитаемого. При нахождении суммы цифр все эти уменьшаемые и вычитаемые уничтожатся, останутся только вышеупомянутые 10-1=9.

2. По кругу написаны натуральные числа, причём каждое равно или сумме или разности своих соседей. Докажите, что количество чисел на круге делится на 3.

Решение. Если все числа чётные, то сократим их на два: условие задачи при этом не нарушится. Проделав эту операцию несколько раз, мы сделаем хотя бы одно число нечётным. Его соседи – числа разной чётности. С другой стороны, если рядом стоят два нечётных числа, то их соседи чётны. Это означает, что числа по кругу идут в таком порядке: нечётное, нечётное, чётное снова два нечётных, чётное и т.д. Таким образом, все числа разбиваются на тройки.


3. Есть 10 внешне одинаковых монет. Суд знает, что их веса 1 г, 2 г, …, 10 г. Эксперт знает точный вес каждой монеты. У него есть весы с двумя чашками, которые показывают равновесие (загорается лампочка) или неравновесие, но не показывают, какая чаша тяжелее. Может ли эксперт провести три взвешивания так, чтобы по их результатам суд мог однозначно определить вес каждой монеты?

Ответ: может.
Решение. Каждый раз эксперт устраивает равновесие.
В первый раз 4 монеты уравновешены одной. Это возможно, только когда 1+2+3+4=10. Монеты разделяются на три группы: А={1,2,3,4}, В={5,6,7,8,9} и {10}, (т.е. монета 10 уже определилась). Монеты из указанных двух групп будем обозначать соответствующими малыми буквами с индексами.
Второе взвешивание:
b1+b2+10=a4+b4+b5.
Вес слева не меньше 5+6+10=21, справа – не больше 4+8+9=21, поэтому веса монет именно такие. Теперь определились группы D={1,2,3}, E={5,6}, F={8,9} и монеты 4, 7 и 10. 
Третье взвешивание:
d1+f1=d3+e2.
Так как 1+8<= d1+f1=d3+e2<=3+6,
Определяем монеты 1, 8, 3, 6, а значит и все остальные.



4. При каких n квадрат n x n можно разбить на трёхклеточные уголки и правильно их раскрасить в два цвета? (Раскраска называется правильной, если уголки, имеющие общую границу ненулевой длины, раскрашены в разные цвета.)

Ответ: при n, кратном 6. 
Решение. Пусть изображенный на рисунке уголок покрашен в белый цвет. Тогда клетка 1 чёрная. Хотя бы одна из двух клеток 2 и 3 входит в тот же черный уголок. Пусть, например, это клетка 2. Тогда клетка 4 входит в исходный квадрат. Белой она быть не может, так как граничит с белым уголком. Значит, она входит в тот же черный уголок, что и клетки 1 и 2. Таким образом, все уголки разбиваются на пары, образующие прямоугольники 2х3. Поэтому площадь квадрата кратна 6, а значит, кратна 2 и 3. Следовательно, и сторона квадрата кратна 2 и 3, а значит, и 6.
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Пример. Разобьем квадрат со стороной, кратной 6, на прямоугольники 2х3; один из них разрежем на два уголка. Соседние прямоугольники будем разрезать симметрично уже разрезанным относительно общей стороны.


5. Квадратный торт массой 900 г разрезали двумя прямолинейными разрезами, параллельными одной паре сторон, и двумя прямолинейными разрезами, парллельными другой паре сторон. Докажите, что Паша сможет выбрать из девяти получившихся кусков три, не имеющих общих сторон, суммарная масса которых не меньше 300 г.

Решение. Раскрасим 9 частей торта в три цвета, как показано на рисунке. Вес одной из цветных «областей» не меньше 900:3=300 г, а она состоит из частей, не имеющих общих сторон.


	
	
	

	
	
	

	
	
	




6. Даны два треугольника. Сумма двух углов первого равна некоторому углу второго. Сумма другой пары углов первого также равна некоторому углу второго. Докажите, что первый треугольник равнобедренный.

Решение. Пусть углы первого треугольника равны  причем  и  равны углам второго треугольника. Сумма этих двух величин равна  тогда как сумма любых двух углов второго треугольника меньше . Значит,   и  равны одному и тому же углу второго треугольника, откуда , т.е. первый треугольник равнобедренный.
